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Über die unbedingte Konvergenz der Orthogonalreihen 
Von KÁROLY TANDORI in Szeged 
1. In der. Arbeit [5] haben wir eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für. die unbedingte Konvergenz der.Orthogonalreihe 
angegeben, wobei {an} eine reelle Koeffizientenfolge und {<?„(*)} ein orthonormiertes 
Funktionensystem (kurz ONS) ist; in Folgendem — wenn es nichts anderes gesagt 
wird — nehmen wir für das Orthogonalitätsintervall immer das Intervall (0, 1). 
Die Reihe (1) konvergiert fast überall unbedingt, wenn sie in jeder Anordnung 
fast überall konvergiert (die Menge der Divergenzpunkte kann von der Anordnung 
abhängen, darum folgt aus der „unbedingten Konvergenz fast überall" die „absolute 
Konvergenz fast überall" nicht). 
Zur Abfassung des erwähnten Resultates bilden wir die Summe 
wobei v(k)—22" (k =0, 1, ...) ist, und {a*} eine derartige Anordnung der Folge 
{an} bezeichnet, fü r die \a*\S ••• = |a*| = ••• gilt. (Ist {a„}£/2, d.h. gilt la2 < dann 
existiert eine solche im absoluten Betrag monoton abnehmende Anordnung; im 
Falle {an}$l2 soll man S = °= setzen. Es. ist möglich, daß für eine Folge {a„} ver-
schiedene solche Anordnungen existieren; für verschiedene solche Anordnungen 
sind aber die Werte S dieselben.) Die erwähnte Bedingung lautet folgenderweise. 
A. Dafür, daß die Reihe (1) für jedes ONS {(p„(x)} fast überall unbedingt konver-
giert, ist S < °° notwendig und hinreichend. 
(1) 2 an(pn(x) n= 1 
(2) 2 Ind) <Pn«)(x) 1=1 
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Die Notwendigkeit der Bedingung ergibt sich aus der folgenden Be-
haptung. 
B. Ist S = oo, dann gibt es ein ONS {<Pn(x)} derart, daß die Reihe 
(3) i«„<z>„w 
n=l 
in gewisser Anordnung ihrer glieder fast überall divergiert. 
2. Der Beweis dieser Behauptung geht mit einer direkten Konstruktion, und 
das entsprechende ONS ist unbeschränkt. In dieser Arbeit werden wir zeigen, daß 
in dieser Behauptung das ONS {$„(x)} beschränkt angewählt werden kann: Genauer 
zeigen wir den folgenden Satz. 
S a t z I. Es sei K>1. Ist S=<=dann gibt es ein ONS {<£„(*)} mit 
( 4 ) ( O S X S L ; N = 1 , 2 , . . . ) 
derart, daß die Reihe (3) in gewisser Anordnung ihrer Glieder in (0, 1) fast überall 
divergiert. 
Ein Funktionensystem {<£„(*)} mit der Eigenschaft (4) nennen wir ein K-be-
schränkies System. 
Da nach der Behauptung A aus 5 < < » folgt, daß die Reihe (1) für jedes ONS 
{<P„(x)} fast überall unbedingt konvergiert, erhalten wir nun unmittelbar auch den 
folgenden Satz. 
S a t z I I . Es sei K> 1. Dafür, daß die Reihe (1) für jedes K-beschränkte ONS 
{<p„ (x)} fast überall unbedingt konvergiert, ist S<°° notwendig und hinreichend. 
Die allen ONS-e und die .^-beschränkten ONS-e verhalten sich also vom Ge-
sichtspunkt der unbedingten Konvergenz ähnlicherweise. Für den Fall der gewöhn-
lichen Konvergenz wurde es auf diese Erscheinung mehrmals aufmerksam gemacht 
(s. [2], [4], [8]). 
Aus dem Satz II und aus der Behauptung A ergibt sich z. B. folgendes. Ist die 
Reihe (1) für jedes K{ > Y)-beschränkte ONS {<pn (x)} fast überall unbedingt konvergent, 
dann konvergiert die Reihe (1) auch für jedes ONS fast überall unbedingt. 
Es soll betont werden, daß für den Fall K= 1 der Satz I noch nicht bewiesen 
ist. Für 1-beschränkte, oder m.a.W. vorzeichensartige ONS-e anstatt des Satzes I 
ist nur ein schwächeres Resultat bekannt [9]. Da für vorzeichensartige ONS-e konnte 
man bisher auch die hinreichende Bedingung nicht abschwächen, ist also 
die „genaue" Bedingung der unbedingten Konvergenz für die Entwicklungen nach 
vorzeichensartigen ONS-en noch unbekannt. 
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Der or iginalen Beweis der Behauptung B ist sehr kompliziert und langwierig. 
Den stärkeren Satz I werden wir im Folgenden ziemlich einfacher beweisen. 
3. Der Beweis des Satzes I beruht auf einem Hilfssatz. Im Folgenden bezeichnen 
Ax, A2, ... positive, absolute Konstante und C L ( / 0 , C2{K),.... nur von K abhängige 
positive Konstante. Eine Funkt ion nennen wir Treppenfunkt ion in einem Intervall I, 
wenn es eine Zerlegung von / in endlich viele Teilintervalle derart gibt, daß die 
Funkt ion in jedem Teilintervall konstant ist; eine Menge nennen wir einfach, wenn 
sie die Vereinigung endlichvieler Intervalle ist. Das Lebesguesche M a ß einer meß-
baren Menge H bezeichnen wir mit m{H). Unter log verstehen wir im Folgenden 
den Logari thmus mit der Basis 2. Der erwähnte Hilfssatz lautet folgenderweise. 
H i l f s s a t z I. £ j seien K>\, (C 0 (K) <k2 ganze Zahlen (die positive nur von 
K abhängige ganze Zahl C0{K) wird später bestimmt) und 
{a,,} (n = V(*,) + 1, v(*2)) . 
eine im absoluten Betrag monoton abnehmende Folge. Dann gibt es ein K-beschränktes 
ONSvon Treppenfunktionen ij/*(x)(n = v (k\) + 1, ..., v(k2)) und eine einfache Menge 
V(*2) 
E * ( g ( 0 , 1)) mit m(E*) ^ Ci (K) derart, daß die Summe 2 a,M(x) eine An-
v(k2)-v(k,) n = v№i) + l 
Ordnung an,(i)'K(i)(x) besitzt, für die 





C 2 ( K ) 2 < k ) +1+ 2 ö, 2 w + i l o g 2 / (XZE*) 
1 = 2 
erfüllt ist, 
4. Für eine Koeffizientenfolge {an} bilden wir die „ N o r m " 
l i I 2 
I I K } ; H l * = s u p s u p { J ( s u p (ai<pi(x)+- +aj(Pj(x))i]dxY = 
p i<Pn) ' 0 ISiS j 
= lim max sup { f ( max (^ ¡ (^ ¡ (x ) - !—+ aj<Pj(x))2} dxY , 
TV—CO p {(pn) Q l^i^j^N . 
wobei sup, bzw. max bedeutet, daß das Supremum, bzw. das Max imum des ent-p p 
sprechenden Ausdruckes für jede Anordnung der Folge {a„} (n = 1 ,2, . . . . ) , bzw. 
der Folge {a„) (n = 1, ..., N) gebildet ist, weiterhin sup bedeutet, das das Supremum 
des entsprechenden Ausdruckes für jedes O N S {<pn(x)} gebildet ist. 
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Es sei K^ 1. Für eine Koeffizientenfolge {a„} können wir auch eine andere 
„ N o r m " bilden: 
i i 
IIK}; K\\* = sup sup { f( sup (a i < P i (x)+ ••• +a ,<p , (x ) ) 2 ) i / 4 2 = P Iffl.lsK V l==i=> / 1 1 ' > > |<p„|3 ISiSj 
I 
= lim max sup { / " ( max (ai(pi(x)+•••+ai(pi(x))2)dx) 
JV-~ P Vl=SiS jSN ' ' 
wobei sup bedeutet, daß das Supremum für jedes .^-beschränkte ONS {(pn(x)} 
l<P„tSK 
gebildet wird. Offensichtlich gilt 
(6) | | { a „ } ; X | r s | | { a „ } ; H r . 
Für eine Koeffizintenfolge {a„} setzen wir weiterhin 
(. J . 2 « : 2 i o g 2 n \ n = v(k)+1 ) 
(zur Definition von dieser Grösse siehe die Bemerkung nach der Definition von S). 
In der Arbeit [7] haben wir 
(7) A S i S i i K i j H r s ^ S i 
bewiesen. 
Nun beweisen wir die Ungleichung 
(8) Ufo}; ^ ( t f ) ^ ( t f ^ l ) . 
Darum einführen wir einige Bezeichnungen. Für eine Funktion f ( x ) und für 
ein endliches Intervall I=(a,b)(Q(0, 1)) setzen wir 
0 sonst; 
weiterhin für eine Menge H 0, 1)) bezeichnet H(I) diejenige Untermenge von 
(a, b), die aus H mit der linearen Transformation y = (b — a)x + a entsteht. Aus 
dem Hilfssatz I folgt 
H i l f s s a z t I ' . Es seien K>\, £0( S Ca(K)) eine ganze Zahl und 
{an}{n = \,...,v(k0)) , 
eine im absoluten Betrag monoton abnehmende Folge. Dann gibt es ein K-beschränktes 
ONS von Treppenfunktionen ip„(x) (n = ], ..., v(k0)) und eine einfache Menge 
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V(fco) 
= (0> 1)) fn'c m(E) — C4(K) derart, daß die Summe 2 anx\>n(-v) e,ne Anordnung n = l 
vfto) 
2 antn^BfoC*) besitzt, für die 
x 
(9) max S . 
l S J S v f t i ) ) l = l 
fco— 1 ( v(*+l)-v(fc) 
M + N + 2 0 [«?(*>+1+ 2 4 * ) + I i o g 2 / j J ( * € £ ) . 
erfüllt ist. 
B e w e i s d e s . H i l f s s a t z e s I ' . Wir setzen ^„(x) = sign an-rn(x) 
(r„(*) = sign sin 2"7tx; n = ] , . . . , v(C0(7i:))). 
Es ist 
v (Co(K)) vtCo(X)) 
(10) 2 « > » ( * ) = Z K l ( ^ ( 0 , 1/2V(C° (X)))). 
n=l n=1 
Wir wenden den Hilfssatz I fü r die Folge {an} (n = v (C 0 ( . £ ) ) + 1 , ..., v(k0)) im 
Falle = C0(K), k2 —k0 an. D a n n ergibt sich ein .K-beschränktes O N S von Treppen-
funkt ionen il/*(x) (n = v ( C 0 ( / 0 ) + l , . . . , v(k0j), eine einfache Menge £ * ( ü ( 0 , 1)) 
v(fco) . 
mit miE^^CiiK) derart , daß die Summe 2 an\p*(x) eine Anordnung 
n=v(C0(K))+l v(fc0)-v(C0(K)) • 
2 am(oCraW besitzt, fü r die 
i=i 
X 
(11) max 2 a m ( i ) * l > U i ) ( x ) ^ 
lSASv(to)-v(Co(K)) 1=1 
/ ^ + ko— 1 | v(fc+ 1)—v(fc) )2 
^ C2(K) 2 K * m + 2 aHk) + t i ° g 2 1 ( * € £ * ) 
k = Co(K) L, ( = 2 ) 
erfüllt wird. Wir setzen 
2V^«K» j r s - \ s-1 1 
S = 1 II 2 v ( C o i X ) ) ' 2 v ( C o ( K ) ) 
2v<ci(K)) ,J( s - 1 1 
2V(C 0 (K) )H -
,ri y/n iUv(Co<,i (c0(K)) +2v(c0(K))+i > 2
vo(C(K)) 
(n = v(C0(ÄT))+ 1, . . . , v(A:0)). Offensichtlich bilden die Treppenfunkt ionen i{/n(x) 
(n-1,..,, v(k0)) ein ^-beschränktes ONS. Es sei E = E*((0, l/2v(Co(K>)+1)); E 
ist einfach, und gilt m(E) = m(E*)/2v(Co(K)H1 ^ C4(K) auf Grund des Hilfs-
satzes I. Wir definieren eine Anordnung der Folge 1, . . . , v(&0); es sei n{l) = l 
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< / = 1 , ..., v(C0(K))), »(/) = m(l-v(CQ{K))) (/ = v(C0(Kj) + 1, v(k0)). Aus (10) 
u n d (11) folgt ' • ' 
A 
(12) max ¿ " » ( D ^ f f l W -
iS/iav(to)(=L 
— C6(K) 
v(Co(K)) fco — 1 ( v(fc+ l)-v(*) 
2 2 öv2(fc,+1iog2/l I (xeE). „ = 1 FC=C0(K) ^ 1 = 2 
Durch einfacher Rechnung erhalten wir 
. 1 
v(*+l)-vft) |2 
I + • 2 a?( /fc)+ ! log 2 / £ 
1 = 2 ) 
= C7(K) | IÖJI + \a2\ 
k = 0 
v(fc+ J) 
2 a 2 log2 « (,n = v(fc)+l 
und so aus (12) ergibt sich (9). 
Aus dem Hilfssatz I ' erhalten wir (8) unmittelbar. Aus (6), (7) und (8) folgt 
<3) C j ^ s i i K J - t f p ^ S ! ( Ä > 1 ) . 
Eine ähnliche genaue Abschätzung fü r ist im Falle K = 1 noch nicht 
bekannt (s. die Bemerkung in 2). Nach (7) und (13) haben also ||{a„}; Hl* u n d 
i||{a„}; (AT>1) dieselbe „Grössenordnung" . Diese Tatsache spricht der folgende, 
a u s (6), (7) und (13) sich ergebende Satz aus. 
S a t z I I I . Ist K^ 1, dann besteht für jede Koeffizientenfolge {an} 
1 
CH(K) sup sup f ( sup (a,(p,(x)H ! -a j<Pj (x ) ) 2 )dx S 
P {<?„} 0 ISiSj 
1 s sup sup /*( sup (a;<p;(x)H baj(pj{x)) 2)dx ^ 
P |<J>„|SKo 1 S i S j 
1" S sup sup f( sup (a,<p,(x)H h aj(pj(x))2)dx. 
p m $ I s i s / 
5. Zum Beweis des Hilfssatzes I soll es einige Vorbereitungen vorausschicken. 
I n der Arbeit [8] haben wir für eine Koeffizientenfolge {¿„} noch eine weitere „ N o r m " 
definiert. 
Es sei K^l. Für eine endliche Folge {¿„} (n—p, ...,'q; 1 ̂ p ^ q ) setzen wir die 
Funkt ion 
1 
I(bp, ..., bq; K) = sup f ( max (b,(pi(x) + • • • + bjcpj(x))2) dx, 
!<p„|aK 0 p s i s j m 
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und für eine beliebige Folge {¿„} sei 
i 
r 2 = sup 2 I (bHk)+l, ...,bß{k+l); K), k-0 
wobei das Supremum für jede unendliche Indexfolge (0 = ) / i ( 0 ) < — g e -
bildet wird. 
Wir haben bewiesen, daß im Falle || {b„}; Ä"|| < °° 
||{6„};*|| = Um/i(b1,...,bll;K) N-OO 
gilt. (Siehe.[8], S. 135.) Da für eine endliche Folge {£„} (n = 1, .... N) Ufa,}; K\\ 
offensichtlich besteht, ergibt sich also 
(14) \\{bnyi-,K\\ = Li(bi,...,bN-,K). 
Weiterhin wurde die folgende Behauptung gezeigt ([8], Satz II): Ist 1 und 
jfcjl S ••• , dann besteht 
(15) C9(K) bl+2 tf log2n\ < 
n = 2 
Aus (14) und (15) ergibt sich also: 
H i l f s s a t z I I . Ist K=-1, und gilt I Z ^ S - - - d a n n besteht 
i i 
I 2 
(16) sup { f ( max ( b l < p l ( x ) + ••• +bi(pi(x))2)dxV 
|i>„|SK 0 ISiSiV ' 
> C 1 0 ( K ) \bl + 2 bf log2 / ] 2 (Ci0{K) < 1). 
1 = 2 
H i l f s s a t z I I I . Es seien K> I und {6„} (w = 1, ...,N) eine Zahlenfolge. Dann 
gibt es ein K-beschränktes ONS von Treppenfunktionen ij/„(x) (n = 1, ..., N) und eine 
einfache Menge G ( £ ( 0 , 1)) mit m ( G ) ^ C u ( Ä " ) derart, daß 
max 2 M r . C * ) ^ / * ^ ! , 1) 
lsiaNn = i 
erfüllt wird. 
B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s I I I . Mit einer in der Arbeit [8] angewandten Methode 
bekommen wir ein .^-beschränktes ONS von Treppenfunktionen yn(x) (n = 1, ..., N), 
fü r welches 
i i j , 
(17) A = { / ( m a x ( ¿ l Z l ( * ) + - +biXi(x))2)dxY > T r ( b i t ...,bN;K) 
n 1 ^ i ̂  N ^ 
2 A 
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gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
(18 ) A — i l 
annehmen; im entgegengesetzten Falle beweisen wir nähmlich den Hilfssatz III 
für die Folge { / 2 b J A } , woraus die Behauptung auch für die Folge {£„} sich 
ergibt. Weiterhin, auch ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
(19) F(x) = max , * , (* ) + +biXi(x)\ = max (b1xi(x)+••• + br/Jx)) 
ISiSN ISigiV 
annehmen. Im entgegensetzten Falle betrachten wir das System x^(x) = XÄX)G(X) 
(n = 1, wobei G(x) folgenderweise definiert ist: es sei i(x) die kleinste positive 
ganze Zahl, für die . 
max lb,x1(x)+-+bixi(x)\ = ¡b1%i(xy+--+bi(x)Xi(x)(x)l 
1SÎ3JV 
gilt, und wir setzen 
G (x) = sign (b,x,(x) + •••+bi(x) xHx) (x)). 
D a die Funkt ionen X n ( x ) Treppenfunktionen sind, sind auch die Funktionen ^ 0 ) ( x ) 
'dieselben. Diese Funktionen bilden offensichtlich ein ^-beschränktes ONS, und für 
diese bestehen schon (17) und (19). 
Da die Funktionen x A x ) Treppenfunktionen sind, gibt es eine Zerlegung von 
(0, 1) auf endlich viele Intervalle Jy, ...,Je derart, daß jede Funktion x„(x) in jedem 
Jr konstant ist. Den Wert von F(x) im Intervall Jr = (ar,är) bezeichnen wir mit 
wr ( r = 1, ..., e). Aus (17) und (18) folgt 
(20 ) ¿ w > ( / r ) = 2. 
r= 1 
Ès seien ( l s ) r j - < — d i e j e n i g e Indizes ( l ^ r S g ) , für die gilt; die 
übrigen Indizes r (1 ë r ^ g ) bezeichnen wir mit — < s x . Aus (20) erhalten wir 
(21) 1 m{Jsl) < 1 , ( 2 ë ) i *,>(/„) > 1. 
I 1 V 1=1 
Wir setzen 
i 
iii = 2 wrp m ( J r ) ( / = 0 , . . . , k), 
p = i . . 
i 
"k + l = Uk+ 2 m(Js„) (/= 1» •••> 
p= 1 
- ^ _ j )/wf, + «,,) (x€(«ir 1, Vi); / = 1, • • •, k), | wrilXn((x-Ui-i) 
(xÇ(«„i/ ,+ 1); l=k, ...,:k + x - 1) 
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(n = 1, ..., N). Offensichtlich bilden die Treppenfunktionen yn(x) (n = \, ..., N) ein 
.^-beschränktes ONS im Intervall (0, uk+x), weiterhin gilt nach (17) und (18) 
(22) max(bäl(x)+-+biya(x))= l(=A/f2) (Xc(0, uk)). 
I S i S i V 
Es sei nun D(K) diejenige positive Zahl, für die 
(23) ' . " D^{K)u^„A-{\-D^(K))K- ,. 1 
besteht. Offensichtlich hat dieser von K, aber auch von der Folge {bn} und von 
dem System {^„(x)} abhängige Wert eine nur von K abhängige obere Schranke: 
(24) (I • )D(K)- C^iK). 
Wir setzen 
•A 
(.D(K)uk+xx) ( * e ( 0 ,D~i(K))), 
{(x-D-l(K))/( 1 -D-'(K))) (Xc(D~HK), 1)) 
(« — 1, ..., A;). Nach (23) bilden diese Treppenfunktionen ein /^-beschränktes ONS. 
Da nach (21) + x 3 ist, folgt es aus (17), (22) und (24), daß alle Erförderungen 
des Hilßsatzes III mit G = (0; ] / 3 D ( K ) ) u n d A3 = erfüllt sind. 
H i l f s s a t z IV . Unter der Bedingung des Hilfssatzes III gibt es ein K-beschränktes 
ONS von Treppenfunktionen i/>„(*) (n=l, .:., N), Indizes (1 S)/(1)S••• Si(N)(^N) 
und paarweise disjunkte, einfache Mengen £ , ( ^ ( 0 , 1 ) ) mit m(Et) = Cll(K)/l6N 
(1=1, ...,N) und 
i(l) 1 
2 b j n ( x ) > Ailz(bl,...,bN-K) (xdEi; 1=1,...,N), n-1 , 
wobei A3 und C,, (K) die Konstanten im Hilfssatz III.sind. 
B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s IV. Wir brauchen die Bezeichnungen vom Hilfs-
satz III. Es sei G) eine einfache Menge mit m(G') = Cll(K). Weiterhin be-
zeichnen wir mit El die Menge derjenigen Punkte x(£G'), für die i(x) = i besteht 
(i = 1, ..., N). Es seien (1 s ) j ( l ) < ••• diejenige Indizes i, für die m(E'i) ' 
• C,, (K);2N gilt. Dann ist \ 
.. . • , ¿ m ( E j a i ) iz C , , (/C)/2, . ,, • 
1 ! ' . 
und gibt es positive ganze Zahlen 5, mit 
^ C u W ß N ^ m i E ' j ^ l ä l + V C u W ß N ( / = l , . . . , v ) . 
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Es sei E"{1) eine einfache Untermenge von isy'(() mit m(Ejm) = tXiCll(K)/2N 
( / = 1 , ..., v). Dann gilt 
2 m(E'j{l)) = 2 2ä, £ C , , (/Q/4. 
(=1 '"V (=1 
Nach Verminderung gewisser 2ä, erhalten wir positive ganze Zahlen a, ( / = 1 , ..., N) 
mit a, H hav = TV. Es sei Ej(l) eine einfache Untermenge von E'-(l) mit m(EjW) — 
= ocjCut^O/löN ( / = 1 , ..., N). Wir teilen die Menge Ejm in a, einfache Unter-
menge vom Mass Cil(K)!l6N (l — l, ..., v) ein; die soeben sich ergebenden Mengen 
bezeichnen wir mit Et (1=1, ...,N). Offensichtlich werden die Behauptungen des 
Hilfssatzes IV mit gewissen /(/) erfüllt. 
H i l f s s a t z V. Es sei K>\, {b„} (n = 1, ..., TV) eine Zahlenfolge mit [AJ S••• 
••• £|6JV| und 
(25) lfCii(K)/2C10(K)A3\bl+ % tf log2 nY % ti}2 , 
n = 2 ) I V n = l J 
wobei C10(K) die Konstante im Hilfssatz II, A3 und Cti(K) aber die Konstanten im 
Hilfssatz III bedeuten. Dann gibt es ein K-beschränktes ONS von Treppenfunktionen 
i¡/n(x) (n = 1, ..., N). Indizes (1 S)/(l), ..., i(2N)(^N) und eine Zerlegung des Inter-
valls (0, Cu(K)ß) auf paarweise disjunkte Intervalle f , ..., I2n, für die 
Ci i(K)/8 1 
(26) / \l/n(x)dx = 0, f i}/n{x)dx = 0 (n=\,...,N), 
0 Cn(K)/8 
(27) m(Im) = Cll(K)/\6N (m= 1, ..., 2N), 
und 
+bi(m)^i(m)(x) > Q 3 (K) jfe? + b2„ log2 « j 
( x € / m ; m=l,...,N), 
2_l V A2I_„2, (28) bi(m)ipi(m)(x)+ - + bM*) > Cl3(K) +22 b2n log2 n 
(xelm; m = N+\,...,2N) 
erfüllt sind. 
B e w e i s d e s H i l f s s a t z e s V. Durch Anwendung der Hilfssätze II und III 
ergibt sich ein /^-beschränktes ONS von Treppenfunktionen X„(x) (n = 1, ..., N) und 
eine einfache Menge G mit 
(29) m(G) s ClY{K) 
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derart, dass 
(30) 
erfüllt ist. Wir setzen zur Abkürzung: 
max % b„Xn(x) > C10(K)A3 2 ^ l o g 2 « ) 2 (x£G) 




B= ¿ ¿ „ 2 l o g 2 « j 2 . 
! = | x : 0 s * =s 1,' 2KXn(x) > Cjo(K)A3 Ä/2J. 
(G^Cl^AlB^A s f i 2 K l n (x))2dx 2 b2n 
gilt, erhalten wir auf Grund von (25) 
(31) miß,) S C n ® / 2 . 
Offensichtlich ist G2 = G\Gi einfach, und gilt nach (29) und (31) 
(32) m(G2) ^ G n ( ^ / 2 . 
Weiterhin aus (25), (30) und aus der Definition der Menge G1 erhalten wir: 
(33) max 2 bnx„(x) > Ci0(K)A3B (x^G2), 
lSi<IV n=[ 
(34) min b„x„(x) <—C10(K)A3B/2 (xiG2). 
l^iSJV n = i 
Es sei i(x) die kleinste positive ganze Zahl (<JV ) , für die 
i i(x) max 2b„Xn(x)= 2 bnX„(x) (x£G2) l=si-=iVn=l n= 1 
besteht; witerhin bezeichnen wir mit / / ¡ ( ^ G 2 ) die Menge derjenigen Punkte x, 
f ü r die i(x) = i (i = 1, iV—1) ist. Seien ( l S ) y ( l ) < - < ; ' ( v ) ( < i V ) diejenige In-
dizes /, für die m( / / ; ) S C , , (K)/4N besteht. Weiterhin anstatt der Menge Hjif) 
nehmen wir eine einfache Menge Hjm(QHjm) mit 
m(Hj(l)) = ätCli(K)/4N ( / = 1, . . . , v), 
wobei die positiven ganzen Zahlen ä, mit 
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bestimmt sind. Für die Mengen H g i l t 
" i ' » ( " ; « > ) = * = 2ä, - C l l W / 8 
auf Grund von (32) und der Definition von ä,. Nach Verminderung gewisser 2ä, 
erhalten wir positive ganze Zahlen a, ( / = 1 , -••, v) mit 
(35) (a1 + -+av)/N = 1. 
Es sei nun F, eine einfache Untermenge von H J W mit 
(36) m(Fl) = atCu(K)ßN (/ = 1 v). 
Die Menge F, teilen wir in a, einfache Mengen vom Mass C , , (K)ß'N ( / = 1 , ..., v). 
Nach (35) und (36) bekommen wir also paarweise disjunkte, einfache Mengen; be-
zeichnen wir diese in Reihe nach mit F[ ( / = 1 , ...,N). 
Wir setzen 
ft.« = Z.((0, 1/2); x)~Xn((l/2, l);x) («= 1, ..., N), 
Fl = F;((0, 1/2)) ( / = 1 , . . ; , J V ) , F, = F', ((1/2, 1)) (l=N+],...,2N). 
Diese Treppenfunktionen bilden ein A-beschränktes ONS; diese einfachen Mengen 
sind paarweise disjunkt; nach (33) und (34) gelten 
(37) 2 b j n ( x ) > C10(K)A3B (xiFm; m=l, ...,N), 
n = l 
(38) 2 bJ„(x)>Cl0(K)A3B/2 (xdFm; m = N+'l, ...,2N) 
n — i(m) 
mit gewissen Indizes i(m), weiterhin gelten 
(39) m(Fm) = Cll(K)/l6N, 
2N _ 
(40) 2 m(FJ = C , , (K)ß. 
m = l 
Die Menge 
2N _ 
G3 = (0, 1 ) \ U Ft 
i=i 
ist auch einfach, also gilt eine Darstellung 
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wobei Js paarweise disjunkte Intervalle sind. Weiterhin gilt 
*•.= £) / , ( / ) (/= 1, ..., 2N) 
s = l 
mit paarweise disjunkten Intervallen 7S(/). Wir setzen 
(m— 1 at m ff, _ | 2 2>n(Ul% 2 2 «(/,(/)) (m=\,...,2N), (=1 s = l 1 = 1 s = l ) 
/ , ( / ) = ¡ 2 2 m(lt(p)) + *2 m(lj(l% '2 Z >n(lq(p))+ 2 HljiO)} 
V P = 1 9 = 1 j=1 J>=L«=L J = 1 ; 
( i = ], ; / = 1, ...,2N). Weiterhin seien Js paarweise disjunkte Intervalle mit 
Ü / . = ( C u W / 8 , 1 ) , m(Js) = m(Js) (s= 1 , . . . , a) ; 
auf Grund von (40) können wir die Intervalle Js derart anwählen. Auf Grund von 
(39) ergibt sich (27), und nach (40) folgt, daß die Intervalle Im eine Zerlegung des 
Intervalls (0, C, , (K)/8) bilden. 
Mit T bezeichnen wir diejenige umkehrbar eindeutige Transformation, die die 
Intervalle Js auf Js und die Intervalle 7S(/) auf Is(l) linear abbildet; die inverze 
Transformation von T bezeichnen wir mit T~l. Wir setzen endlich 
Offensichtlich bilden diese Treppenfunktionen ein /sT-beschränktes ONS, und auf 
Grund von (37), (38) sind auch die Ungleichungen (28) erfüllt, wobei C 1 3 ( £ ) = 
= Cl0(K)A3l2. (26) ist nach der Konstruktion offensichtlich. Damit haben wir 
Hilfssatz V bewiesen. 
Wir werden noch einen Hilfssatz anwenden. 
H i l f s s a t z v o n M e n c h o f f . ([2], S. 104.) Es seien d und qpositive ganze Zahlen 
Q-^d-cq. Zu jedem Indexpaar (i,j) mit 1 Si,jSq und J / — j = d soll eine von Null 
verschiedene Zahl ai; j zugeordnet werden; wir bezeichnen mit ßd das Maximum der 
absoluten Beträge der Zahlen «,•_ ¡. In jedem Intervall (u, v) mit v — u> 2ßd können 
dann Treppenfunktionen cpt(x) ( / = 1 , ...,q) derart definiert werden, daß die folgenden 
Bedingungen erfüllt sind: 
\<pt(x)\ = 1 (u<x<v; 1= 1, ..., q), 
V 
f <Pi(x)(Pj(x)dx = —«¡j (\i-j\ = d; 1 mijsq), 
V • 
f <Pi(x)<Pj(x)dx = 0 ( / V j ; \ i - j \ ^ d; 1 s i , j ä q ) . 
U 
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Die positive ganze Zahl C0(K), die im Hilfssatz I erwähnt wurde, bestimmen 
wir folgenderweise: C0(K) sei die kleinste positive ganze Zahl, f ü r die 
(41) y c ^ { K ) C 1 0 ( K ) A 3 2 c o ^ l 4 s 1 
besteht ( für die Bedeutung der Konstanten A3, C10(K), Cn(K) siehe den Hilfs-
satz V). 
Bei dem Beweis des Hilfssatzes I werden wir zwei Fälle unterscheiden. 
6. Erstens nehmen wir 1 
(42) 
i. i . . . 2 j * 2 - l ( v(fc+1 ) - v ( k ) V 2 » 2 - 1 < v ( * + l ) - v ( k ) 
T 2 2 tf(k)+llog2l\ s 2 k ( t + i ) l U+ 2 ! ° g 2 l 
*=Ai + 1 l, 1 = 2 ) k=ki+l v 1 = 2 
an. Wir setzen 
cn = an (n = v ^ J - f 1, ..., v ^ + l)), 
c„=av(k+i) (" = vW + l , ..., v(&+ 1); k = kx + 1, ...,k2- l). 
Aus (42) folgt 
(43) -r- 2 ö?(») +1 + 2 < * ) + , log2 / S 
fc=*i V 1 = 2 ) 
ki-l ( v ( f c + l ) - v ( f t ) \ 2 
s 2 cv(*)+i + 2 cv2w+ilc,g2/ • 
k=k i l, 1 = 2 ) 
Dann gibt es eine ganze Zahl s ( 0 3 1 ^ 2 ) mit 
v ( 3 i + s + l ) - v ( 3 i + s) " l i 
(44) 2 Kv(3i+ S)+i.+ 2 c ? ( 3 i + s ) + , l o g 2 / S 
1 = 2 
k i ^ 3 i + s £ k 2 - l 
j k 2-1 i v ( t + l ) -
— 2 cv(fc)+i+ 2 
•> k=k i l, 1 = 2 
v ( l t v ( k ) 
c; V W + i l o g 2 / ; 
die Indizes (kx S ) 3i + s (<k2) bezeichnen wir der Reihe nach mit < — = r J o , 
weiterhin sei r0=kl, rJa + i =k2. 
Durch vollständige Indukt ion werden wir zeigen, daß für jedes / ( 1 kann 
man ein .K-beschränktes O N S von Treppenfunktionen t¡J„(x){n = v(r0) + 1 , . . . , v(r ; + 1 ) ) 
im Intervall (0, 3) mit folgenden Eigenschaften bilden: gibt es paarweise disjunkte, 
einfache Mengen £ , ( 0 ( ^ ( 0 , 1)) (/ = 1, v(/-; + 1 ) - v ( r t ) ) mit 
( 4 5 ) I M ( £ L ( I ) ) = C , , ( / : ) / ! 6 ( v ( R I + J ) - v ( R ; ) ) ( / = 1 , ..., v ( n + l ) - v ( r , ) ) , 
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weiterhin gibt es eine Anordnung 
v(r,' + l ) - v ( r o ) 
2 cn (1,1) *A/t (i, ¡> ( x ) 
(=1 
v(l-,'+l) 
der Summe 2 cnll/n(.x) derart, daß 
1 = r 0 + l 
«"('. 0 Q ( X ) ' ( v(r J + 1 ) - V ( r j ) 
(46) cn{tt^nltit)(x)=- " } 2 Uv(rj)+1+ 2 c v 2 M + ; l o g 2 / « = »'(/, i) J=1 V 1 = 2. 
(*€£,(/)) 
mit gewissen Indizes 
(1 ^ ) / ' ( / , 0 ^ /"(/, 0 ( s v(r, + , ) - v(r0>) (/ = 1, ..., v(r, + 1 ) - v (/-,)) 
besteht. (C 1 3 (AT) = Cl0(K)A3/ 2). 
Es sei 
i M * ) 
//•„(JC —2) (xe (2 ,3 ) ) , . , ,, 
( 0 sonst ( » = v ( r 0 ) + l , . . . , v ( r 1 ) ) . 
(Im Falle r0=ri ist dieser Schritt überflüssig.) D a n n wenden wir den Hilfssatz IV 
mit b„ — cHri)+„ (n = 1, ..., v ( r t + 1) — v(ri)). So bekommen wir ein ./^-beschränktes. 
ONS von Treppenfunktionen n — v( r j ) + 1, ..., v(r 1 + 1 ) ) im Intervall (0, 1)> 
und paarweise disjunkte einfache Mengen 2s,(l)( ^ ( 0 , 1)) mit m(Et(\)) = 
= C n i A O / ^ v O - i + D - v O - ! ) ) (/ = 1, ..., v ^ + l ) - v ( r j ) derart, daß mit gewis-
sen Indizes *'(/) (v(r j ) < /(/) S v(r, + 1 ) ) 
¡0) \ 
• 2 C„$n(x) > A3I (c K) 
n = v ( r , ) + l 
( * € £ , ( l ) ; / = l vCrj + ^ - v C r O ) , 
oder nach dem Hilfssatz II 
>0) 
(47) 2 cn4>„(x)>C10(K)A3 
n = v ( r , ) + 1 
• v l r l + 1 ) - v ( n ) 
C v ( r , ) + 1 + 2 ' C v ( n ) + 1 l°g2 l 
1 = 2 
(*££,( 1); /= h...,v(r1 + l)-v(r1)) 
erfüllt sind. Wir setzen 
$n(x)/\f3 _ ( * € ( 0 , 1 ) ) , 
= { r „ ( * - l ) / / 3 ( jc6(1,2)) , (n = v ( r 1 ) + l , . . . , V ( r 1 + l)) , 
, r „ ( x - 2 ) / l / 3 (* 6 (2 ,3 ) ) 
,/, rx.v _ f (*€ (2 ,3 ) ) , 
sonst 
(B = v(r1 + l ) + l , . . . , v ( r 2 ) ) . 
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Die Treppenfunktionen i]/„(x) (n = v(r0) + 1 , ..., v(r2)) bilden offensichtlich ein 
./T-beschränktes ONS in (0,3); und aus (47), wegen Cl3(K) = C l 0 ^ A \ f 0 ] g t 
¡ (0 [ v ( r i + l ) - . v ( r i ) V 
2 cnij/„(x) > Cl3(K) c ? ( r i ) + 1 + 2 i-v2( r i)+i log2/ 
n = v ( r , ) + l 1 = 2 ) 
32 
v ( r 2 ' + l ) - v ( r , ) • 
cv(rO+l+ 2 C?(r,) + Il0g2/ 
1 = 2 
( x e ^ C i ) ; l , v ( r A + i ) - v ( r 1 » 
mit gewissen Indizes /(/) (v(/-j) < /(/) s v f o +1)) . Damit haben wir die Treppen-
funktionen i//„(x) (n = v(r0) +1, ..., v(r2)) und die paarweise disjunkte einfache 
Mengen Et( 1) ( ^ ( 0 , 1)) derart definiert, daß diese Funktionen ein .^-beschränktes 
O N S in (0, 3) bilden, weiterhin (45) und (46) — in origineller Anordnung — im Falle 
A = 1 erfüllt werden. 
Es sei i ( l S / < / o ) ein Index, und wir nehmen an, daß die Treppenfunktionen 
• t/',,(x) {n = v(r0) + 1 , ..., v ( r i + 1 ) ) und die paarweise disjunkte einfache Mengen 
-Ef(0( = (0, 1)) (I = h • ••> + 1 ) — v(rf)) schon definiert sind, derart, daß diese 
Funktionen ein AI-beschränktes ONS in (0, 3) bilden, weiterhin (45) und (46) in 
.gewisser Anordnung für i erfüllt werden. 
Es seien 
N = ( v ( n + l + \ ) - v (r , + , ) ) / 2 (v + 1) - v (/•,.)) v (r, + 1), 
<48) Af = (v - v (/-,- + , - 1 » / 2 (v + 1) - v (r,-)) ), 
P = ( v ( > ; + i + l ) - v ( / - i + 1 ) ) / ( v ( r ; + 1 ) - v ( / - i + 1 - l ) ) ; 
•diese sind ganze Zahlen, und gilt PM = N. Es sei 
A . = c v ( r i + i ) + ( p - i ) ( v ( r / + , ) - v ( r 1 + 1 - i ) ) + i (n = (p-l)M+l, ...,pM; p= 1, ...,P). 
c(ln diesem Falle sind die Koeffizienten c„ (n = v(rI + 1) + l , ..., v ( r i + 1 + l)) gleich. 
Solche Definition von b„ ist darum zweckmässig, weil wir den Fall (79) ganz ähn-
licherweise betrachten können; dann werden aber nur die Koeffizienten c„ 
{n = v(ri+ 1)+(p- l )(v(r i + 1) - v(ri+1 -1)) +1, ..., v(ri+1) +p(v(ri+1) - v ( 0 + 1 - 1 ) ) ) 
.gleich (p = 1, ..., P); im Folgenden werden wir nur diese Tatsache ausnützen.) 
"Wir wenden den Hilfssatz V für die Folge {bn} (n = 1, ..., N) im Falle N=N an. 
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Auf Grund der Definition der Folgen {c„}, {b„} und M gilt 
f C u ( S ; ) / 2 C 1 0 ( i ; ) ^ ¿ 2 è „ 2 i o g 2 « ] 2 / 2 a ]fcu(K)i2cl0(K)A3-
( M / 2 M M N 
• \b\+2 6 2 l o g 2 « + l o g 2 ~ 2 bl+\o^M 2 bl / 2 ^ 
l. n = 2 ^ n = M/2 + l n = M + 1 ,1 ' 
• f 1 M M N Ï " / 
. S ycll(K)/2Cl0(K)A3\Tlog2.^2b2„ + log2M 2 b2n\ 2 g 
> / C ^ ) c, o (*) ̂  3 ^ 2C° <K> ( 2 b2^ , 
und wegen (41) besteht (25). Den Hilfssatz V können wir also anwenden. Darin be-
kommen wir ein .K-beschränktes ONS von Treppenfunktionen y„(x) (« = 1, . . . ,iV) 
und paarweise disjunkte Intervalle Im(Q(0, Clt (K)ß) (m = 1, ..., 2N) derart, daß C,,(K)/8 1 _ (49) f yjx)dx = 0, f yM)dx = 0 ( n = l , . . . ,/V), 0 C, ,(K)/8 . 
(50) ,»(/„,) = C u ( / Q / 1 6 iV 1, 2iV) 
und 
¿>i X!(*) + --• + biim)yi(m)(x) > C,3(K) + ft2 log2 «) 
( x € / m ; w = 1, ...,iV), 
(51) ( m ) ( m ) ( x ) + - • • + 6 N / N ( x ) > C l 3 (AT) [ô? + ^ « j 
(x£Im; m = N+\,...,2N) 
mit gewissen Indizes i(m) (1 ^i(m)^N) erfüllt werden. 
Wir setzen 
, , , ( 1 ) ^ ( x z f r c ^ t 0 / B » , L / / ( 2 ) R , ( / - , « ( ^ ( C N W / M ) , 
V n W _ i o sonst, Wn W _ l 0 sonst 
(n = 1, . . . , iv) . Da die Funktionen <pn(x) (n = v(r0) + l, ..., v(/- i+1)) Treppenfunk-
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t ionen, und die Mengen £,(1) (/ = 1, .'.., v(r, + l ) —v(r,)) einfach sind, gibt es Zer-
legungen 
£ i ( ü = Ü / p ( 0 ( / = 1 » ( f . + o - v W ) , 
p = 1 
( 1 , 2 ) = Ü J„ ( 2 , 3 ) = Ü JP 
P = 1 p = 1 
auf paarweise disjunkte Intervalle derart , daß in jedem Teilintervall jede Funkt ion 
i]/„(x) (n = v(r0) + 1, ..., v(ri+l)) konstant ist. Für jedes p seien Jp(l) paarweise dis-
m(J„) 
junkte Teilmtervalle von J mit der Länge - . Es sei weiterhin 
vOi+l) -v(r , ) 
j ; ( / ) ( g j p ( / ) ) ein Intervall mit 
m(J'p(l)) = C,l(K)>MJp)l\6(v(ri+\)~v(ri)) 
(p = l , . . . , g; / = 1, ... , v ( r ; - f l ) — v(r,)). Wir setzen die Funkt ionen 
h 1 
$2(1-i)Wv(r,+ i )+( 0 - i )»( r ,+ i )+nW = 2 0 ; * ) + 2" 
P = 1 p = i 
(« = 1, . . . , v (r ,+ l)), 
«I 1 
i'2(/-i)jfv(r i+i)+jvv(r i+i)+(„-i)v(r1.+ i ) + n W = 2 ^ ( ^ ( O ^ H 2 ^v2 )(JpO-)ix) 
P=i P = i 
( « = l , . . . , v ( r i + l ) ) 
( / = 1, . . . , v(r, + l ) - v ( r , ) ; o = l , . . . , i v ) . Nach (49) ist 
2 




(52) j$t(x)$z(x)dx= 0 
0 
(2(/— l ) f fv (r , + 1 ) < t ^ 2 l N v ( r i + 1), 2 ( A - l ) N v ( r , + l ) < T Ä 2 A i V v ( r i + 1), / ^ A ) . 
Für ein / bilden wir 
2 
« , , t ( 0 = f$,(x)$z(x)dx (2(1— l)Nv(rt+ l ) < i , T^2lNv(ri+ 1)). 
0 
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D a n n gilt i 
(54) 
C n W i v ^ + O - v W ) 
(t, T e (2 (/ •- 1) Nv(r, +1)+(v -1) v(r; + 1 ) , 2 (/ • -1 ) N V (r, + 1 ) + t>v(r; + 1)]H 
«,,.(/) = { D(2(/— ])JVv(r,--f- l ) + 7Vv(r,-+ 1) + (ü — l)v(r , + 1 ) , 2(1 — l)iVv(r, -f 1) + 
+ Nv(ri+l) + vv(ri+l)];v=l,...,N), 
0 sonst. 
CuWlvfa+l) . • 
D a — ; r < 1 ist, können wir auf Grund des Menchoffschen Hilfs-
8 ( v t o + l ) - v ( r ; ) ) 
satzes Treppenfunktionen cpn(x) (n = 1, ..., v(/- ;+1 + 1) — v(r i + 1 ) ) in (2, 3) definieren, 
derart , daß 
(55) \<p„(x)\ = l ( * € ( 2 , 3 ) ; n = 2(l-\)Nv(ri + \) + \,...,2lNv(ri + lj), 
3 
(56) J <pt(x)<px(x)dx = - a , i t ( / ) 
2 
• ( 2 ( / - l ) J V v ( r i + l ) < / , T ^ 2 / i V v ( r 1 . - f 1)) 
erfüllt sind (l = 1, ..., v(r,. + l ) - v(r,)). 
Durch Rekursion definieren wir Treppenfunktionen 
(pn(x) (n = 1, v ( r i + 1 + l ) - v ( r j + 1 ) ) , 
für die 
(57) \<P„(x)\ = l ( * e ( 2 , 3 ) ; « = l , . . . , 2 / W » ( r j + l ) ) , 
(58) 
- a t J A ) ( 2 ( A - l ) N v ( r , . + l ) < f , z S 2 A i V v ( r i + l ) ; X = l , . . . , / ) , 
0 ( 2 ( A - l ) i V v ( r i - f - l ) < < s 2 A N v ( r ( + l) , 
2 ( 1 - l)JVv(r,. + 1) < T S 2lNv(ri + I); 
A ^ I , 1 s A . J Ä / ) , 
(59) / 4 , k ( x ) < p n ( x ) d x = 0 ( v ( r 0 ) < ^ v ( r , H ) ; ^ « 5 2 / ^ ( ^ + 1)) 
2 
fü r jedes 1(1=1,..., v f o + l ) — v (/•;)) erfüllt sind. 
Die zwei Hälfte von Jp bezeichnen wir mit J'p, bzw. mit J"p (p — \, ..., q). Wir 
setzen 
9n(x) = 2 <Pn(j;-,x)- 2 <Pn(j;-, x) (n= 1, ..., 2Nv(ri+ 1)). 
P = I P = I 
Aus (55) und (56) folgt, daß (57), (58), (59) fü r / = 1 erfüllt sind. Es sei /0 
(1 g l0 < v(rf + 1 ) — v(r ;)) eine ganze Zahl. Wir nehmen an, daß die Treppenfunk-
/ <pt(x)<pz(x)dx = 
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tionen (p„(x) (n = 1, 2/0iVv(r1 • + ] ) ) schon definiert sind derart, daß (57), (58), 
(59) für / = /0 erfüllt sind! Dann gibt es für jedes p ( p = \, •••,(!) eine Zerlegung 
JP= U JHP) s= 1 
auf paarweise disjunkte Intervalle derart, daß jede Funktion 
<pn (n = I, •••, 2l0Nv(ri + 1)) 
in jedem J*(p) konstant ist; die zwei Hälfte von J*(p) bezeichnen wir mit ¡J*'(p), 
bzw. mit J*"(p)). Wir setzen 
' <p„(x)= Z Z cpn(Js*'(p);x)- Z Z <Pn{Js*"(p); x) • 
p = l s = l p = l S = 1 
(n = 2l0Nv(ri+l)+\, . . . , 2 ( / 0 + l)jVv(r, + 1)). 
Auf Grund von (55) und (56) erhalten wir, daß (57), (58), (59) auch für / = /0 + I. 
bestehen. Durch vollständiger Induktion bekommen wir also Treppenfunktionen 
ipn(x) (n = I, ..., v( r i + 1 + 1) —v( r i + 1 » für die (57), (58) und (59) bei jedem / = : 1 , ... 
..., v(r; + 1) — v(/-;) erfüllt werden. .1 
Wir setzen 
**H5S - , 
Auf Grund von (52), (53), (54), (57), (58) und (59) folgt 
3 
(60) f = 0 ( v ( r 0 ) < ^ v ( r i + 1 ) ; l i l s v ( f i + 1 + l ) - v ( r i + 1 ) ) , 
o 
3 
(61) / totoÄ 
0 ( k ^ l ; l ^ M S v ( r i + 1 + l ) - v ( / - i + 1 ) ) , 
l + C n i ^ ^ f l J - v W ) , 
(k = l; l s t , / s v ( r i + 1 + l ) - v ( r i + J ) . 
Es sei n(k) (k = 1, ..., v(ri + 1 + 1 ) - v(r i + 1)) eine Anordnung der Folge; 
v( r i+ I) + • • • > v^ i+ i + O, die später definiert wird. Wir setzen endlich 
to = <K(x)/Yl + C i ! ( * ) / 8 ( v ( r ; + 1 ) - v ( r j ) (k= 1 , . . . , v(/- i+1 + 1)— v(/- ;+1)). 
Aus (60) und (61) folgt, daß die Treppenfunktionen 
¡¡,n(x) (n = v(r0) + ],...,v(ri+l'+]j) . , 
ein ^-beschränktes ONS im Intervall (0, 3) bilden. 
U n b e d i n g t e K o n v e r g e n z d e r O r t h o g o n a l r e i h e n 35; 
Mit T(p, 1) bezeichnen wir diejenige lineare Transformation, die das Intervall 
(0, Cvl(K)j8) auf Ip(l) abbildet; die Bildmenge von /,„ mit dieser Transformation, 
bezeichnen wir mit Ip(l,m). Es sei 
V i ) 2 f l + H , = U IP(l;m) (1= l,.:.,v(ri+l)-v(ri);m=l,...,2N). 
• P= i • • 
Nach (45) und (50) ist 
1)2 N + m) — Ci i (K)/32N (v(r; + 1 ) — v ( r , ) ) . 
Wir teilen jede einfache Menge £ ( ( _ i n v(r ; + 1) paarweise disjunkte einfache 
Teilmenge vom gleichen Mass; diese bezeichnen wir der Reihe nach mit 
l ) 2 t f v ( r , + l ) + ( m _ i ) „ ( r , + l ) + s 0 + 1 ) 
(/ = 1, ..., v ( ^ + l ) - v ( r , ) ; m = \,...,2N-, s = 1, ..., v(r, + 1)). 
Auf Grund von (48) ergibt sich 
m ( £ ; ( i + l ) ) = C , , ( /0 /16(v (r i + 1 + 1 ) - v ( r i + 1 ) ) ( / '= 1 , . . . , v(r l + 1 + l ) -v (r I + 1 ) ) . . 
Also ist für die einfachen, paarweise disjunkten Mengen, Et(i+ 1) (45) auch für 
i + l erfüllt. Weiterhin aus (51) und aus der Definition der Funktionen ^„(x) 
(v(r i + 1 ) < n g v(r,+ 1 + l ) )undder Mengem£,(<•+l) ( j ^ / ^ v( r I + 1 + 1 ) - v ( r l + 1 > 
wegen l / l + C n ( t f ) / 8 ( v ( r , + l ) - v ( r , ) ) < 2 folgt, daß 
(62) . . c, . 
/ ( / , m) g ^ ^ / N V2 
2 bvll/n(2(i-i)Nv(ri+ l)+'JT»(r,+ l) + (B-l)»(ri,+ l i - f l l W r ^ \b\ + 2 b„ lOg2 rl\ v=l ' Z V n = 2 / 
( ... .Vv(r, • I) \ 
X 6 Ü - £ ( / - l ) 2 f l v ( r , + l ) + m 0 + 0 » 
(63) m = 1 •• • 
N Ci3 ( K ) { N 
2 b0*l/n(2(l-l)Nv(r,+ i) + (o-'l)v(r(+l)+l)W— ^ \b\ + 2 bl log2 n\ v = j"(l,m) V " = 2 ) 
; ( . 2JVv(r,+ l ) ; ' 
* € U i ' ( l - l ) 2 S » ( r i + l ) + m ( , ' + l ) 
m~Nv(ri+ 1 )+ 1 
mit gewissen Indizes 1 m),j"(l, (l = 1,...., y (r£ -h 1) — v(r,)) erfüllt sind. 
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.Aus der Definition der Folge {b„} und aus (48) ergibt sich durch einfacher Rech-
nung 
• ( 6 4 ) 1 6 v ( r , + l ) | i » i - l - Z 2
b n l o g 2 " j 2 = 
— rcv(r i+1)+i + 2 c v ( f i + l ) + 1 i o g 2 / l = ci+l. 
"Wir setzen 
. ( 6 5 ) n ( k ) = ( p — 1 ) ( v ( r i + 1 ) — v ( r i + 1 — i ) + 2 ( / — 1 ) A f v ( r , + l ) + y 
f ü r 
k = 2Q-\)Nv(ri+\) + 2(p-\)Mv(ri + \)+j 
(/= 1, ..., v(r;+ 1) —v(/-,); p = 1, ..., P; j = 1, ...,2Mv(r,+ l)). 
Nach (48), weiterhin nach der Definition der Folgen {bn}, {n(k)} und von 
«//„(x) erhalten wir aus (62), (63) und (64), daß 
2 ( l - l ) f f v ( r i + l ) + f l v ( r i + l ) + j '( / , m)v(r,+ l ) 
2 Cn(fc) "An (*)(*) = 
fc = Z ( l - l ) V v ( r i + l ) + ^ v ( r j + l ) + l 
/(/ , m) q (K) 
11=1 J t 
lVv(r,+ l ) 1 
x€ ü ^ ' ( / - l ) 2 S r » ( r i + l ) + i n ( i + l ) . m = 1 / 
2 ( 1 - l)Wv(r, + T) + Nv(r i+ 1) 
' C„<*) «An (*)(*) = 
(t = 2 (/ - 1 )N v(rf + 1)+j"(l, m)»(r, + 1) + 1 
= v ( r ; + l ) 2 ¿ ' t > , / ' n ( 2 ( f - l ) f l v ( r , + l ) + ( D - l ) v ( r i + l ) + l ) ( * ) — Q + l . 
v=j"(l,m) 
( 2 f l v ( r ( + l ) _ 1 
b e i U £ ' ( l - l ) 2 N v ( r i + l ) + m ( ' + 1 ) > 
m = i ? v ( r i + l ) + l ) 
Cl3(K) 
also sind 
•(66) 2 c n ( ^ n { k ) ( x ) > - l ^ C i + i 
t = 2 ( / - l ) S v ( r i + l ) + ) V v ( r i + l ) + l 
Nv(rf + 1 ) 
X £ ü ^ ( J - l ) 2 J i » ( r , + l ) + m ( ' + 1 ) > 
<67) 2 
k = i*m(D 
2Nv(r i + 1) 
X€ U • ^ ( / - l ) 2 N v ( r i + l ) + mO'+l) m=Nv(ri+ 1)+ 1 
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* 
mit gewissen Indizes 2(/- l) iVv(/- ; + 1 ) + N v ( r ; + 1) < im(l) S 2/Nv(r; + 1 ) , 
2 ( / - l ) ] V v ( / - i + l ) < / * ( / ) ä 2 ( / - l ) /Vv( r , .+ l) + iVv(r,+ l ) erfült sind. 
Da die Funktionen ¡¡/„(x) (n = v(r0) + 1, .-.., v ( r i + 1 +1 ) ) Treppenfunktionen 
sind, gibt es eine Zerlegung 
( 2 , 3 ) = L U . 
( = 1 
des Intervalls (2, 3) auf paarweise disjunkte Intervalle /, derart, daß jede Funktion 
\j/„(x) (n = v(r0) + l, ..., v ( r i + 1 + l ) in jedem I, konstant ist. Wir setzen endlich 
T 
^ „ ( 0 = Z rn(llX) (n = v(r i + 1 ) , . . . , v( r i + 2 ) ) . 
(=1 
Offensichtlich bilden die Treppenfunktionen i]/n(x) (n = v(r0) + 1 , ..., v(r,- + 2)) ein 
^-beschränktes ONS in (0, 3). 
Durch Rekürsion werden wir zeigen folgendes: für jedes X 
(X = ] , . . . , v(r, + l ) - v W ) 
gibt es eine Anordnung 
v ( r i + 1 ) - v ( r o ) + 2 A S ' v ( r I + l ) 
(68) Z 
der Summe 
v ( r , - + 1 ) + 2 / . f f v ( r i + l ) 
(69) Z cnipn(x) 
n = v ( ro )+ 1 
derart, daß mit gewissen Indizes 1 ^ s'(X, 0 = 0 - v ( r i + i ) + 2XNv(rt + 1) 
(70) Z Cm(M)^«<M)(X) > — Z Cj 
* = s'(f, m) ->L j= 1 
( j c e f / O ' + l ) ; / = 1, •••, 2AM'(rf + 1)), 
und mit gewissen Indizes 1 l)^s"(X, / ) s = v ( r i + 1 ) - t - 2XNv(ri + 1) 
(71) • ^ Z c l H K X )^m { k ,X )(x) > ^ - p - Z C j 
k = s(>.,l) j = i 
( jc€£, ( / ) ; I = •••> v(r ,+1)-v-o-/)) . 
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v(r i+1) + 2Wv(r (+l) 
Wir nehmen für die Summe 2 die Anordnung 
n = v ( r o ) + l 
•v(r i + 1) + 2 N v ( r j + l ) 
2 . Cm(k,l)ll/m(k,l)(x) = 
k= 1 
= cn(l,i){l/n(l,i)(x)+ + ( i ' ( l , i ) — 1 , OIAK (¡-(1,1)— 1, f j C ^ ) + 
+ C n ( l ) ' / ' n U ) ( * ) H c n (ftv (r,-+ 1)) "An (tf v (,-,•+ 1)) 
+ C n ( N v ( r i + l ) + l ) ' A n ( N v ( r i + 1) + 1 ) W + + C / ! ( 2 i V v ( n + l ) ) ,An ( 2 N v ( r i+ 1)) ( * ) + 
+ c n ( i " ( 1 , 0 + 1 . 0 l , o W " l " +Cn(v(r( + 1 ) - v ( r o ) , O l A « ( v ( r . + i ) - v ( i - o ) , o ( X ) ' 
wobei die entsprechenden Anordnungen, bzw. die entsprechenden Indizes in (46) 
im Falle /, bzw. in (65) definiert sind. Aus (46) im Falle i, aus (66) und (67), weiter-
hin aus der Definition der Funktionen i¡/„(x) ergibt sich, daß (70) und (71) im Falle 
X = 1 bestehen. 
Es sei A( = l) eine ganze Zahl. Wir nehmen an, daß es eine Anordnung (68) 
der Summe (69) derart gibt, daß (70) und (71) für X erfüllt sind. 
v(r,.+ 1 ) + 2 U + l ) t f v ( 1 - j + l ) 
Dann setzen wir für die Summe 2 cnxl'-n(.x) die Anordnung 
n = v(ro)+ 1 
• v(r i+1) + 2 a + l ) N v ( r 1 + l ) 
2 Cm ( M + l ) ' A m ( M + 1 > ( X ) = 
k = l 
— Cm(l , A ) 'Am( l > A ) ( : * : ) + + c m ( S ' ( A , A+l )- l , A ) 1 Am ( s ' ( A , A+l )- l , A )C* : ) + 
+ Cn (2 Afiv (r, + 1) + 1) "An (2 AWv (r, + 1 ) + 1 ) M + • • • 
+ Cn(2>.Nv(n+ l ) + N/(ri+l))ll/n(2XNv(ri+ l ) + Nv(ri+l))(X) + 
+ cm(5 ' (A,A+l) ,A)iAiii(s' (A,A+1),A) (•*) + + Cm (s" (A,A + 1),A)"Am (s" U.A + 1),A) 0*0 + 
+ Cn(2).Nv(ri+ l ) + ffv(r.-+l) + l)'An(2ANv(r1+ 1) + Wv(rj+ 1) + i ) 
' • ' + C n ( 2 ( A + l)Wv(r, + l))Xl/n(2(X + l ) f l v ( r , -+ 1))C*) + 
+ Cm (s" (A, A + 1) + 1, A) "Am (s" (A, A + 1) + 1, A) ( * ) + ' " 
+ c m ( v ( r , + , ) + 2 ( A + l ) t f v ( r , + 1)) •Ahi (V (r,- + i) + 2 (A+ l ) W v ( r , + 1 ))(•*)> 
wobei die entsprechenden Anordnungen, bzw. Indizes in (65), bzw. in (70) und (71) 
definiert sind. Aus (66), (67), (70), (71) und aus der Definition der Funktionen i//n(x) 
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ergibt sich, daß für diese Anordnung (70) und (71) im Falle A + l bestehen. Durch 
vollständiger Induktion bekommen wir also die Anordnung 
v ( r i + 1 + 1)—v(ro) 
2 
' = 1 
v ( r l + , + n 
der Summe 2 derart , d a ß mit gewissen Indizes 1 Si'(l, i+ 1) ^ 
n = v(ro)+ 1 
s? i"(l, i+l)s v(rl+1 + l)-v(r0) 
i"(l, 1+ 1) Q i+ l . 
2 c„(r>i+i)<An(i,.-+i)W > Z Cj (*££,(/ + 1)) (=¡'(¡,¡+1) j = l 
(/ = 1, . . . , v ( r i + 1 + 1) — v(/- i+1)) erfüllt ist. Wir setzen n(t,i+ 1) = v(r0) + t 
(f = v(ri+1 + 1) + 1, ..., v(ri + 2)). Dami t bekommen wir eine Anordnung 
v(i-i + 2)-v(r0) z n (t, i+ 1 ) R N ( F , I + J ) ( X ) t=l 
v(ri + 2 ) 
der Summe 2 c„il/n(x) derart , d a ß (46) im Falle / + 1 besteht. Durch voll-
» № 2 ) - » № I ) 
ständiger Induktion erhalten wir also eine Anordnung 2 c„1(i\,l/m(«W der 
t = I 
» » 2 ) 
Summe 2 c„i/>„(x) derart , d a ß 
n = v ( k , j + l 
(72) max ^ c,„ ()) «Am (() (x) > 5 C, ( * £ £ ) 
v(ti)<;.i«(t2)i=i j= i 
besteht, wobei 
_ v ( r J o + ! ) - v ( r J 0 ) 
E = U £,(70) 
f = i 
ist. Nach (45) ist 
(73) M(E) = C , I (K)/\6. 
Es sei C 1 4 ( K ) diejenige positive Konstante, für die 
(74) . 1/3C1A(K) + (1 -\/CL4.(K))K2 = 1 
i 3 A 2 - 1 ) 
gilt C 1 4 ( K ) = ~ Y K 2 - 3 ' W i r s e t z e n e n d l i c h 
Xn(x) 
_ j ^ ( 3 c 1 4 ( K ) x ) ( * e ( 0 , i / c 1 4 ( J f ) ) ) , 
J & a ( ( * - l / C 1 4 ( / O ) / 0 - ] / c J 4 ( * ) ) {xiO/ClA(K), 1)) 
3: 
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(w = v ^ J + l , ..., v(k2))- Nach (74) bilden diese Funktionen ein AT-beschränktes 
ONS. Es sei F ( Q ( 0 , 1)) diejenige Menge, die aus E mit der linearen Transformat ion 
y = xßClA(K) entsteht. Aus (74) folgt 
(75) m(F) = Ci5(K). 
Weiterhin aus (72) erhalten wir 
>• JO 
(76) m a x 2 Cm (I) Im (I) (x) > CI6(K) Z C j 
V№,)^asv(A-2)/ = 1 7=1 
C16(K) = ^ 
Aus der Definition von c„, weiterhin aus (43), (44), (75) und (76) folgt 
i 
(77) I (c„,(i), -•-, Cm(v(.k2)-v(kri)l fy > 
k2-l ( v ( f c + l ) - v ( f c ) -VT 
. >c17(A) 2 U?»)+1+ 2 a2Hk)+l\og2i\ . 
k = k, \ 1 = 2 ) 
D a nach der Definition der Folge {c„} |cm(J)| ^ |am ( 0 | (/ = 1, ..., v(k2) — v(Art)) gilt, 
näch einem bekannten Resultate ([8], Hilfssatz II) ergibt sich 
2 2 (78) I («,„(1), . . . , öm ( v ( f c 2 )_v ( f c l ) ) ; K) s CiS(K)I (cm ( 1 ) , . . . , c m ( v ( f c 2 ) _ v ( t l ) ) ; K). 
Aus (77) und (78) bekommen wir 
J * 2 - l v ( t + l ) - v ( k ) -VT 
I2(amU), .:.,am{Hk2)_v(ki));K) ^ Cl9(K) Z a>2« +i + a2ik) + l\og2 l\ . k=k, 1 = 2 ) 
Daraus mit Anwendung des Hilfssatzes III erhalten wir den Hilfssatz I im Falle (42). 
7. Endlich betrachten wir den Fall 
(79) 
J * 2 ~ 1 ( V ( T + I ) - V ( T ) FC2-L V(FC+1)-V(K) 
t 2 «v(fc)+i + 2 < ) c ) + / i o g 2 / > 2 k < * + i ) l 2 l og 2 / L Jlc=Ai_+1"V. ' = 2 ) k = k, +1 ( = 2 
Wir setzen cn = an (n = v(kt) +1, ..,, v(*, + 1), cn = flv№)+?(vtt)_i(J^u) 
(„ = v(A:) + ( p - l ) ( v ( A : ) - v ( A : - l ) ) + l , . . . , v ( f c ) + / > ( v ( A : ) - v ( f c - 1 » ; 
p = 1, ...,(v(Ar + l ) - v ( * ) ) ( v ( * ) - v ( f c - l ) ) , k = ^ + 1, . . . , Ä r 2 - l j . 
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Aus (79) folgt durch einfacher Rechnung 
ki-l ( v(k + l ) -v ( fc ) ( v ( t i + l ) - v ( f c i ) / VLLR. 4 . I I — V { L R . \ 2 
+ 
K=k, \ 1 = 2 ) l. 1 = 2 
( v(k)-v(k-1) ( v ( f t + l ) - v № ) ^12 
+ 2 k(*)l i+ 2 iog2/ + 2 k2w+i+ 2 log2/1 — 
k=ki + l l, 1 = 2 ) *=fc, + l l, . 1 = 2 ) 
(v ( f c i + l ) - v ( 4 i ) \ 2 ki-l ( v(k+l)-v(k) 
cv(k,)+ 1 + 2 C2( t l ) + ( l o g 2 / + 2 !«,(»+l)| l + 2 l o g 2 / + 
1 = 2 ) . k=k, + l \ 1 = 2 ) 
ki 1 l v ( k + l ) - v № ) \"2 
+ 2 c ? ( f c ) + i + 2 cv2w+,iog2/ 
k=k , + 1 l. 1 = 2 ) 
ki-l / v(4 + l ) - v ( f c ) ' 
. = 2 2 C v a ) + 1 + 2 c 2 ( t ) + i l o g 2 / + 
k=k i l. 1 = 2 ) 
j kl-l ( v ( fc+l ) -v( fc ) 
2 kW1+ 2 ö2(*)+i iog2 / , 
A k=ki V. 1 = 2 ,7 
. Z Uv ( *)+ i+ 2 fliw+iiog2/ . 4 2 cV(Ü)+iil 2 c2w+1iog2/ . 
•=k, l, 1 = 2 ) k=ki l, 1 = 2 J 
woraus folgt 
k=ki 
Dann gibt es eine ganze Zahl s ( 0 ^ 5 ^ 2 ) mit 
J * 2 - W v ( t + l ) - v № ) y 2 
-ry 2 a?(t)+i+ 2 <t) + ilog2/ S 
k=k, 1 = 2 ) 
(v(3l + s + 1) —v(3i + s) c v ( 3 i + s ) + l + 2 c v ( 3 i + s) + l log2 / I ; 
die Indizes (kx = ) 3i + s k2 — 1) bezeichnen wir der Reihe nach mit ry < — c r ^ ; 
weiterhin sei r0=k1, rJo+l = k2. 
Dann können wir den Beweis in 6 mit dieser Folge {c„} und mit diesen Indizes 
r j wiederholen, und so bekommen wir den Hilfssatz I auch im Falle (79). 
Damit haben wir den Hilfssatz I vollständig bewiesen. 
8. Endlich werden wir Satz I mit Anwendung des Hilfssatzes I beweisen. Wir 
nehmen S = °° an. 
Ist {an}$l2, dann divergiert die Rademachersche Reihe 
2 a„r„(x) 
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nach dem Khintchine—Kolmogoroffschen Satz in natürlicher Anordnung ihrer 
Glieder fast überall. 
Wir nehmen endlich 5 = °° und {a„}£l2 an. In diesem Falle können wir | o t | s 
s | a 2 | s - " annehmen. Also ist 
~ ( v ( k + l ) - v ( A ) oo T v(fc+ 1) 1 "2 
2Uv(k) +1+ 2 ö?(t) + / ' ° g 2 / = 2 Ö„2l0g2/2| = 5 = °o. 
k = 0 l / = 2 ) k = 0{n = v(k)+l J 
Dann können wir eine Indexfolge (C0(K) s ) ^ < — = ) < , < • • • derart angeben, daß 
(80) 2 k V i + 2 < f c ) + ( l o g 2 / g l ( r = 1 , 2 , . . . ) 
L = *RI V 1 = 2 ) 
besteht. 
Durch Induktion werden wir ein /^-beschränktes ONS von Treppenfunktionen 
{0„(x)} und eine Folge von einfachen Mengen Er(Q(0, 1)) mit folgenden Eigen-
schaften definieren: 
a) Die Mengen Er ( r = l , 2 , ...) sind stochastich unabhängig, und für jedes 
r ist. 
( 8 1 ) m { E ^ C v { K ) . 
b) Für jedes / -gibt es eine Anordnung 
der Summe 
derart, daß 
v(*,.+ | ) 
2 a„(k)4>n(k)(x) fc = v (x r )+ 1 
v(x,.+ 1) 
2 an4>n(x) n = v(x r) + 1 
(82) max 
v(xr)cimjäv(xr+l) 
SC2{K) (x€Er) 2 an (k) ^n (k) ( x ) 
k = i 
.gilt. ( C 0 ( K ) , Cr(K) und C2{K) sind im Hilfssatz I definiert.) 
Es sei 
&n(x)=r„(x) («= 1, v(Xi)). 
Wir wenden dann den Hilfssatz I im Falle ki~Xi, k2=x2, {an} 
(n = v i x j + l, ..., v(x2)) 
an, die entsprechenden Funktionen, bzw. die entsprechenden Menge bezeichnen 
wir mit $„(x) (n = v ( x , ) - H , ..., v(x2)), bzw. mit Et. Da die Funktionen <P„{x) 
(n = l, ..., v(x,)) Treppenfunktionen sind,gibt es eine Zerlegung von (0, 1) in end-
lich viele paarweise disjunkte Intervalle / , , . . . , /„ derart, daß jede Funktion <P„(x) 
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(/7 = 1, ..., v(xx)) in jedem Intervall Ts konstant ist; die zwei Hälf te von I5 bezeichnen 
wir mit I's, bzw. mit I". Wir setzen 
a a 
4>n(x) = 2 (K; x) - 2 (K; *) (n = v(x1)+1,..., v ( x 2 ) ) 
S=1 5=1 
und 
Ei = ü {EdQ n Et (/:)). 
s = 1 
Offensichtlich bilden die Treppenfunkt ionen <P„(x) (n = 1, ..., v(x2)) ein ^ - b e -
schränktes O N S ; die Menge Ei ist e infach; weiterhin, auf G r u n d des Hilfssatzes I 
und (80) sind (81) und (82) für r = 1 erfüllt. 
Es sei r 0 ( s 2 ) eine natürliche Zahl. Wir nehmen an, d a ß die Treppenfunkt ionen 
<i>„(x) (n = 1, ..., v(xrJ) und die einfachen Mengen E1,...,Ero_1 schon derar t 
definiert sind, daß diese Funkt ionen ein .K-beschränktes O N S bilden, diese Mengen 
stochastisch unabhängig sind, weiterhin (81) und (82) für r = 1, ..., r0 — 1 erfüllt sind. 
Dann wenden wir den Hilfssatz I im Falle k1=xr , k2 = xr +1, {a„} 
(n = v(xrJ + 1, ..., v(xr0+i))- Die entsprechenden Funkt ionen, bzw. die entspre-
chende Menge bezeichnen wir mit <ß„(x) (n = v(xro) + 1 , . . . , v(x r Q + 1)) , bzw. mit 
E,o. D a die Funktionen <Pn(x) (« = 1, ..., v(>cro)) Treppenfunkt ionen und die Mengen 
EY, . . . ,£• ! einfach sind, gibt es eine Zerlegung des Intervalls (0, 1) in endlich 
viele paarweise disjunkte Intervalle Jl,...,Je derart , daß jede Funk t ion <Pn(x) 
(/) = 1, ..., v(xrQ)) in jedem Jr konstant ist, und jede Menge ER (r = 1, ..., r0 — 1) 
die Vereinigung gewisser Jr ist. Die zwei Hälfte von Jr bezeichnen wir mit J'r, bzw. 
mit J". Wir setzen 
0 0 
0«(x) = 2&n(J'r-,x)-2®n(J'r'\x) (n = v(xro)+ I , ..., v(xro + l ) ) r = 1 r=1 
und 
Ero= Ü (Ero(J'r)UEro(in). . 
r= 1 
Offensichtlich bilden die Treppenfunkt ionen <P„{x) (« = 1, ..., V(K,o+1)) ein ^ - b e -
schränktes ONS, und die Mengen ..., E,o sind stochastisch unabhängig. Weiter-
hin, auf Grund des Hilfssatzes I und (80) folgt, daß (81) und (82) auch für r = r0 + 1 
bestehen. D a s angekündigte Funktionensystem {4>„(jc)} und die Mengenfolge {¿i,.} 
mit den erwähnten Eigenschaften ergibt sich also durch Indukt ion . 
Wir betrachten die in b) angegebene Anordnung 
( 8 3 ) 2 an(k)<Pn(k){x) (für l S ^ y ^ ) ist n(k) = k) 
k = l 
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d e r R e i h e (3). I s t Ilm Er, so gilt (82) f ü r u n e n d l i c h viele r. D a r a u s fo lg t , d a ß die r-' «o 
R e i h e (3) i m P u n k t x d iverg ie r t . W e g e n d e r s tochas t i s chen U n a b h ä n g i g k e i t de r 
M e n g e n f o l g e {Er} u n d w e g e n (81) fo lg t 
mßmEr) = 1 r~*oo 
d u r c h A n w e n d u n g des zwei ten B o r e ! — C a n t e l l i s c h e n L e m m a s . D i e R e i h e (83) di -
ve rg i e r t a l so f a s t übe ra l l . 
D a m i t h a b e n wi r d e n Sa tz I bewiesen . 
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